Aljoscha Jegodtka

Individualisierte Diagnostik

Das revidierte klinische Interview und die Zone der
ndchsten Entwicklung in der Diagnostik von
Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich

Berlin 2016



ICHS

International Cultural-historical Human Sciences

ist eine Schriftenreihe, die der kulturhistorischen Tradition verpflichtet ist
- das ist jene, vor allem von Lev S. Vygotskij, Aleksej N. Leont’ev und Alek-
sandr R. Lurija entwickelte theoretische Konzeption, die den Menschen und
seine Entwicklung konsequent im Kontext der Kultur und der gesellschaft-
lich historischen Determination betrachtet. Dabei kommt der Tatigkeit als
der grundlegenden Form der Mensch-Welt-Wechselwirkung fiir die Analy-
se der menschlichen Entwicklung und Lebensweise entscheidende Bedeu-
tung zu, sowohl unter einzelwissenschaftlichen Aspekten und deren Syn-
these zu iibergreifender theoretischer Sicht als auch im Hinblick auf prakti-
sche Problemldsungen. Die Schriftenreihe verdffentlicht sowohl Texte der
Begriinder dieses Ansatzes als auch neuere Arbeiten, die fiir die Losung
aktueller wissenschaftlicher und praktischer Probleme bedeutsam sind.

Bibliografische Informationen der Deutschen Nationalbibliothek:

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der deut-
schen Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Informationen sind
im Internet unter: <http://dnb.ddb.de> abrufbar.

Aljoscha Jegodtka
Individualisierte Diagnostik

© 2016: Lehmanns Media GmbH e Verlag ¢ Berlin

www.lehmanns.de ¢« www.ich-sciences.de

ISBN: 978-3-86541-835-7

Druck: docupoint GmbH e Barleben




Inhaltverzeichnis

Vorwort

1. Einleitung

2. Ausgewihlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe
2.1 Die Zahlbegriffe......ceinrenens
2.2 Zahlen und kardinales Zahlen..
2.3 Das Stellenwertsystem...............

2 N 0 T=10: Vo [ 1 (o) s RO

3. Theorien der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten..................

4. Die neuropsychologische Theorie von Asters

4.1 Die Entwicklung mathematischer Fertigkeiten bei Kindern ................

4.1.1 Das,Triple-Code Modell und seine Module

4.1.2 Die Entwicklung mathematischer Fertigkeiten bei Kindern...............
4.2 Schwierigkeiten bei der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten
4.2.1 Schwierigkeiten bei der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten ......
4.2.2  Subtypen dyskalkulischer Kinder

4.2.3 Identitat und Differenz zwischen von Aster und von Aster, Weinhold
Zulauf und Horn

4.3 Die neuropsychologische Testbatterie fiir Zahlenverarbeitung und

Rechnen bei Kindern = Zareki-R ... essssssssssssssssnsens

4.3.1 Das Triple-Code Modell und die Subtests der Zareki-R

4.3.2 Die Diagnose ,Dyskalkulie’ durch die Zareki-R

4.4  Schlussfolgerungen zur Forderung dyskalkulischer Kindern...............
4.5 Diskussion der ErgebniSSe ... eeemressesssssssesessssssssssssessssssssssssses

4.5.1 Zusammenfassende Darstellung

4.5.2 Korrelation und Kausalitait

5. Die kulturhistorische Theorie und die Entwicklung
mathematischer Fertigkeiten

5.1 Exkurs: Vygotskij, seine Schiiler und die kulturhistorische

Diskussion in DeutSChland ... ssssssssssssssssssens

5.2 Die Entstehung hoherer psychischer Funktionen in der Entwicklung

AES KINAES .ottt sssss s sssssss bbb ssssss s sssbssssssasens

5.3 Altersstufen und kritische Phasen .
5.4 Dominierende Tatigkeiten in der geistigen Entwicklung des Kinde

5.5 Sprache und BegriffshildUung.......eeeeesessmsessesssesesssssesessssesees
5.6 Zonen der ndchsten ENtwWicKIUNg....coeeeneeeeneseesseeeesssesesssssesessssesees

5.6.1 Die Zone der ndchsten Entwicklung bei Vygotskij

5.6.2 Objektive Zonen der nachsten Entwicklung

5.6.3 Subjektive Zonen der nachsten Entwicklung
5.6.4 Schwierigkeiten beim Erwerb mathematischer Fertigkeiten ...
5.6.5 Kritik am Konzept der Zone der nachsten Entwicklung

5.6.6 Das Konzept der Zone der niachsten Entwicklung in dieser Arbeit...........




Inhaltsverzeichnis

5.7 Diagnostische Methoden und Zonen der nachsten Entwicklung.............. 101
5.7.1 Prinzipielle Uberlegungen bei Vygotskij 101
5.7.2 Implikationen der kulturhistorischen Theorie fiir den diagnostischen

Prozess 102

5.7.3 Vorliegende diagnostische Verfahren 104
5.7.4 Dasrevidierte klinische Interview als diagnostische Methode.......ccccoeuumeeee 107
5.7.5 Kritische Wiirdigung diagnostischer Methoden 113

5.8 Zusammenfassende Darstellung des kulturhistorischen Ansatzes........ 115
6. Ziel und Anlage der Untersuchung 117

6.1 Die Durchfiihrung der Untersuchung .......eereeseessmsesesssssseessenns 119
6.1.1 Die Testpopulation 119
6.1.2 Die Bestandteile und die Durchfithrung der Untersuchung............ooceeeinneees 121

6.2 Die neuropsychologische Testbatterie zur Zahlenverarbeitung und

Rechnen bei Kindern - Zareki-R.....ermmeesssesssssssssesssssssssnns 122
6.2.1 Beschreibung der Zareki-R 122
6.2.2 Auswertung und Diagnosestellung 125
6.2.3 Beschreibung der Stichprobe 127
6.2.4 Testgiitekriterien 127
6.2.5 Norm- und Prozentwerte 132

6.3 Die Methodik des informellen INtervieWs ......mreesmmmmessesssesees 134
6.3.1 Die Konstruktion des informellen Interviews 134
6.3.2 Aufgaben zur Uberpriifung ausgesuchter Subtests 138
6.3.3 Die Auswertung des informellen Interviews 143
6.3.4 Die Gutekriterien des informellen Interviews 145

6.4 Die kulturhistorisch orientierte Diagnostik zur Erfassung von

Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich.....neceenne. 146
6.4.1 Das revidierte klinische Interview als kulturhistorisch orientierte

Methode 146

6.4.2 Die diagnostisch erfassten mathematischen Bereiche 150
6.4.3 Leitfaden zum Zahlen 153
6.4.4 Leitfaden zum Stellenwertverstandnis 155
6.4.5 Leitfaden zur Addition 156
6.4.6 Zusammenfassung: die Diagnosestellungen 158
6.4.7 Die Auswertung kulturhistorisch orientierter Diagnostik.........ceeeeeiinenee 159
6.4.8 Die Glitekriterien kulturhistorisch orientierter Diagnostik .......oeeeinenee 160

7. Tabellarische Ubersicht der Ergebnisse 161
8. Die Ergebnisse der Zareki-R und der informellen Interviews 167

8.1 Die Identifikation betroffener Kinder. ... 167
8.1.1 Die Befunde 167
8.1.2 Die Subtests 170
8.1.3 Zusammenfassung: Die Identifikation betroffener Kinder mit der

Zareki-R 182

8.2 Von der Diagnose der Zareki-R zur FOrderung.......eesseeeesnnen 183

8.2.1 Die Befunde 183




8.2.2 Die Subtests 186

8.2.3 Zusammenfassung: Von der Diagnose zur Forderung 195
8.3 Zusammenfassung der ErgebniSse ... ssmssssessssssesssses 197
9. Die Ergebnisse der kulturhistorisch orientierten Diagnostik.............. 199
9.1 Der Befund,Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich'....... 199
9.1.1 Die Befunde 199
9.1.2 Fallstudien 201
9.1.3 Zusammenfassung: Die Identifikation betroffener Kinder ......cocueervsmeeeenes 211
9.2 Von der Diagnose aus kulturhistorischer Perspektive zur Férderung..213
9.2.1 Von der Diagnose zur Férderung - der Anspruch 213
9.2.2 Fallstudien 214
9.2.3 Zusammenfassung: Die Bestimmung des Ausgangspunkts der
Férderung, 225
9.3 Aktuelle Stufen und subjektive Zonen der ndchsten Entwicklung.......... 226
9.3.1 Zonen der ndchsten Entwicklung 226
9.3.2 Fallstudien 227
9.3.3 Zusammenfassung: Diagnostik subjektiver Zonen der ndchsten
Entwicklung 231
9.4 Zusammenfassung der ErgebniSSe. . ressessssesessssessssesens 233
10. Vergleich der Ergebnisse der Zareki-R und der kulturhistorisch
orientierten Diagnostik 235
11. Zusammenfassung der Forschungsergebnisse und
Forschungsdesiderate 239
11.1 Die Zareki-R: Ergebnisse und Forschungsdesiderate ... 239
11.2 Kulturhistorisch orientierte Diagnostik: Ergebnisse und
FOrschungsdesiderate .......esssssssssssssesssessssssesssssssessssssessens 242
11.2.1 Die Entwicklung mathematischer Fertigkeiten aus kulturhistorischer
Perspektive 242
11.2.2 Schwierigkeiten der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten aus
kulturhistorischer Perspektive 243
11.2.3 Diagnostik der Entwicklung mathematischer Begriffsbildung......ccccuuuse. 244
11.2.4 Die Ziele kulturhistorisch orientierter Diagnostik und Antworten auf
die Forschungsfragen 246
11.3 Individualisierte Diagnostik als paddagogische Perspektive.........ccc...... 248
Literatur 250
Tabellen- und Abbildungsverzeichnis ..., 265
Anhang 267
Interviewleitfaden der informellen INtErVIEWS.....cvweeernsresmsnesessisesesssssesessans 267
Interviewleitfaden der kulturhistorisch orientierten Diagnostik .......ccccceueun. 269
Diagnostik des StellenwertverstandniSSes ... mesmsssssesesssessssens 274

Aufschliisselung der Ergebnisse nach Kindern. ... 282






Vorwort

Das Themenspektrum der Dissertation von Aljoscha Jegodtka reicht von der
kritischen Wiirdigung eines etablierten neuropsychologischen Ansatzes zur
Diagnostik und Erklarung von Rechenschwachen, iiber die Erarbeitung und Er-
probung einer forderdiagnostischen Methodologie bis zur differenzierten Dar-
stellung und Erorterung des kulturhistorischen Ansatzes, wie er von Vygotskij
entwickelt und zurzeit im Rahmen ,sozialkonstuktivistischer” Diskussionen
der Padagogik meist eine nur wohlwollend oberflachliche Erwahnung findet.
Es sind vor allem die ausfiihrliche Rezeption und Entfaltung dieses - viel
versprechenden - theoretischen Ansatzes, die die Dissertation von Aljoscha
Jegodtka anspruchsvoll und zugleich lesenswert machen. Hervorzuheben ist,
dass nicht nur der aktuelle wissenschaftliche Stand der Diskussion um die kul-
turhistorische Schule berticksichtigt, sondern dass dieser theoretische Ansatz
auch - man ist geneigt zu sagen in Form einer ,Grounded Theory“ - in der Ausei-
nandersetzung mit einem konkreten empirischen Gegenstand weiterentwickelt
wird. Es werden die empirischen Schritte einschliefdlich der dabei auftretenden
Hindernisse geschildert, fiir die Diagnostik von basalen Rechenschwéachen in
der Schuleingangsstufe Vygotskijs Entwicklungstheorie und vor allem dessen
Konzept der ,Zone der nachsten Entwicklung” zu adaptieren. Die Dissertation
verwendet im Titel in aller Bescheidenheit den Terminus ,Diagnostik“. Gerade
durch die Auseinandersetzung mit den Konzepten Vygotskijs gelingt es jedoch
(zumindest als weiterfiihrende Heuristik), mit dem vorgestellten diagnosti-
schen Verfahren bei basalen Rechenschwachen diagnostische und therapeuti-
sche Prozesse zu integrieren, wofiir der Terminus , Férderdiagnostik“ zwar her-
kémmlicherweise verwendet wird, im Grunde aber ein zu schwacher Begriffist.
Die dargestellten Fallvignetten der in der empirischen Studie untersuchten
25 Kinder verdeutlichen, wie unterschiedlich bei mathematischen Basisoperati-
onen kulturelle Artefakte bzw. Anforderungen und iiber idiosynkratische Lern-
biografien erworbene Kompetenzen in Konflikt zueinander geraten koénnen.
Mittelbar zeigt sich darin auch, wie flexibel und fachkompetent Padagogen/
Padagoginnen darauf vorbereitet sein sollten, um iiber globale diagnostische
Labels von ,Dyskalkulie” hinaus zu gelangen und gezielte pddagogische Hypo-
thesen fiir den individuellen Fall zu erreichen. Wie in der Dissertation durch
den akribischen Vergleich der Ergebnisse standardisierter und individualisier-
ter (,qualitativer) diagnostischer Verfahrensweisen bei denselben Kindern des
Weiteren iiberdeutlich wird, kann ein allzu grof3es Vertrauen in standardisier-
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te Testverfahren kontraproduktiv sein. Die Ergebnisse von Tests konnen dazu
verleiten, zugrunde liegende fehlerhafte Aneignungsprozesse mathematischer
Kompetenzen zu verkennen und in der Konsequenz unzureichende pddagogi-
sche Forderstrategien zu begiinstigen. In diesem Punkt setzt die Dissertation
implizit Maf3stdbe, die sich als eine veritable Herausforderung fiir eine Didaktik
der Schuleingangsstufe bzw. fiir die dazu gehdrige Lehramtsausbildung erwei-
sen.

Besonders bemerkenswert erscheint mir, dass die akribische empirische
Beschaftigung mit diesen individuellen kindlichen Aneignungsprozessen dazu
zwingt, Konzepte der kulturhistorischen Schule, etwa das der dominierenden
Tatigkeit und der Zone nachster Entwicklung zu iiberdenken und neu zu jus-
tieren. Offenbar ist das entwicklungstheoretische Konzept der Zone néchster
Entwicklung bei individuellen Aneignungsvorgingen kultureller Artefakte
zu differenzieren, konnten oder sollten dabei objektive und subjektive Zonen
der nichsten Entwicklung unterschieden werden. Dariiber hinaus ist es offen-
bar ratsam, im Plural von ,subjektiven Zonen der ndchsten Entwicklung” zu
sprechen, um die Individualitdt der kindlicher Aneignung mit dem sich stets
andeutenden nachsten qualitativen Entwicklungsfortschritt konzeptionell zu
verbinden, also in den und trotz der Eigenheiten individueller Entwicklungen
allgemeine Entwicklungsgesetzmafiigkeiten zu identifizieren.

Aljoscha Jegodtka verwendet das durch kulturhistorische Uberlegungen er-
weiterte ,revidierte klinische Interview" sensu Piaget, um die Diagnostik basa-
ler mathematischer Operationen des Kindes und speziell dessen Zone nachster
Entwicklung eruieren und umschreiben zu konnen. Die methodische Modifikati-
on dieser Interviewform besteht darin, iiber gezielte, nicht-suggestive Interven-
tionen im diagnostischen Interview Hinweise auf vorerst nur im kooperativen
Setting artikulierbare, noch ungesicherte Fertigkeiten des Kindes zu erhalten
oder auch ungesicherte Fertigkeiten durch Irritation zwar antrainierter, jedoch
unzureichender mathematischer Losungsstrategien zu entdecken. Eine origi-
nelle Pointe dieses Vorgehens besteht im Ubrigen nicht allein in der Gewinnung
von Hinweisen auf die Zone der nachsten Entwicklung, sondern auch in der de-
tailreichen Beschreibung der aktuellen Kompetenzen des Kindes in Hinblick auf
mathematische Anforderungen, ohne die fiir die jeweiligen Aufgabenstellungen
noch nicht voll entwickelten Operationen lediglich als , Fehler des Kindes ab-
zuqualifizieren. Im derartig detailreich festgestellten erreichten Entwicklungs-
stand kénnen bereits mogliche Entwicklungsfortschritte hypothetisch ausge-
macht und fiir das padagogisch-therapeutische Vorgehen genutzt werden.



Dass der mit der Dissertation verfolgte hochst anspruchsvolle Forschungs-
ansatz zahlreiche ergdnzende und weiterfithrende Forschungsfragen aufwirft,
ist selbstverstdndlich. Ich verweise nur auf zwei mogliche Fragestellungen.
Durch Langsschnitt- bzw. Evaluationsstudien kdnnten die von Aljoscha Jegod-
tka im Querschnittdesign gewonnenen Ergebnisse zur Identifikation von Zo-
nen der ndchsten Entwicklung iiberpriift und vertieft sowie die Rolle anderer
Faktoren (etwa motivationaler Faktoren, von Retrieval-Prozesse bei prozedu-
ralen Wissensbestdnden) bei der Losung grundlegender mathematischer Ope-
rationen mitberiicksichtigt werden. Mindestens ebenso interessant wire die
weitere, durch Empirie gestiitzte Aufarbeitung und Vertiefung der Theorie der
kulturhistorischen Schule, mit der sich der meines Erachtens gegenwartig zu
konstatierende theoretische Stillstand in der Entwicklungspsychologie been-
den lassen kénnte.

Paul Walter
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1. Einleitung

Die diagnostische Erfassung mathematischer Fertigkeiten als Bedingung der
Forderung von Kindern mit Schwierigkeiten im basalen mathematischen Be-
reich?® stellt in der pddagogischen Praxis eine grofie Herausforderung dar und
erfordert fachliche und fachdidaktische Kenntnisse. Anforderungen an dia-
gnostische Verfahren werden aktuell vertiefend diskutiert (z. B. Moser Opitz
2009), jedoch liegen nur wenige ausgereifte nichtstandardisierte diagnostische
Verfahren vor. Dies gilt insbesondere dann, wenn sowohl die mathematischen
Fertigkeiten eines Kindes umfassend beschrieben als auch eine addquate For-
derung ermdglicht werden soll. Eine theoretische Absicherung der existenten
Verfahren nimmt zwar aktuell zu, diese werden allerdings bislang nur mit Ein-
schrankungen den komplexen Anforderungen gerecht. Diese Anforderungen
lassen sich wie folgt zusammenfassen:

¢ Die Diagnostik soll Kinder mit Schwierigkeiten im basalen mathemati-
schen Bereich identifizieren.

¢ Die Diagnostik soll den Ausgangspunkt einer Férderung ermitteln.
¢ Diagnostische Verfahren sollen theoriegeleitet sein.

¢ Die Diagnostik soll Testgiitekriterien qualitativer Tests entsprechen.

Diagnostische Verfahren basieren immer, ob explizit formuliert oder implizit
unterstellt, auf Theorien iiber die kindliche Entwicklung mathematischer Fer-
tigkeiten und tUiber abweichende Prozesse, die den Erwerb dieser Fertigkeiten
storen. Zugleich stehen diese Verfahren in einem engen Zusammenhang zu den
mathematischen Inhalten, die Kinder lernen sollen. Im zweiten Kapitel werden
ausgewahlte Kernbereiche des mathematischen Anfangsunterrichts zusammen-
fassend dargestellt; die Darstellung beschrankt sich auf Aspekte der Schulein-

1 In der sonderpadagogischen und mathematikdidaktischen Forschung werden
die Begriffe Rechenschwéche, Rechenstdrung und Dyskalkulie verwendet, wobei ein
deutlicher Schwerpunkt auf der Benutzung des Wortes Rechenschwache liegt (zur
Kritik an diesem Begriff vgl. Schipper 2001). Anschliefend an Meyerhéfers (2008,
2010, 2011) Kritik an den impliziten Pathologisierungstendenzen aller bisher be-
nutzten Begriffe zur Umschreibung der Phdnomene wird im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit in der Regel von Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich
gesprochen. Ausnahmen werden dann gemacht, wenn die rezipierten Autoren und/
oder Theorierichtungen dezidiert alternative Begrifflichkeiten einfiihren. Dies ist
insbesondere bei der Theorie Michael von Asters (1996, 2003, 2006, 2009) der Fall,
der von ,Dyskalkulie’ und ,dyskalkulischen Kindern‘ spricht.

13
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gangsstufe?. Ein Uberblick tiber unterschiedliche Theorien zur Erklirung der
Entwicklung mathematischer Fertigkeiten bei Kindern wird im dritten Kapitel
gegeben. Denn ,nur wenn bekannt ist, wie sich eine bestimmte Kompetenz ent-
wickelt und wie ein Lerninhalt aufgebaut ist, konnen gezielte Fordermafinah-
men geplant werden“ (Scherer / Moser Opitz 2010: 39). Es wird dabei aufge-
zeigt, weshalb eine ndhere Auseinandersetzung mit der neuropsychologischen
Theorie Michael von Asters und der Theorie der kulturhistorischen Schule un-
ter besonderer Beachtung der Diagnostik mathematischer Fertigkeiten zweck-
maflig ist.

Das vierte Kapitel setzt sich mit einer neuropsychologischen Theorie der Ent-
wicklung mathematischer Fertigkeiten sowie ihrer diagnostischen Operationa-
lisierung auseinander. Im deutschsprachigen Raum wird die an Dehane (1992,
1997, 1999) angelehnte neuropsychologische Theorie der Entwicklung mathe-
matischer Fertigkeiten - das ,Triple-Code Modell’ - prominent durch Michael von
Aster (1996, 2003, 2005, 2009) vertreten. Das von ihm entwickelte Testverfah-
ren, die ,neuropsychologische Testbatterie zur Zahlenverarbeitung und Rechnen
bei Kindern - Zareki-R“ (von Aster / Weinhold Zulauf / Horn 20064, b, ¢)? kann
als diagnostische Operationalisierung seines Ansatzes verstanden werden und
stellt ein weit verbreitetes Instrument zur Diagnostik von Dyskalkulie dar.

Das ,Triple-Code Modell‘ wird im deutschsprachigen Raum von einigen For-
scherinnen und Forschern als wichtiger Erklarungsansatz der Entwicklung ma-
thematischer Fertigkeiten betrachtet, von einem anderen Teil hingegen kaum
bis gar nicht beachtet. Zwar liegen einige kritische Stellungnahmen vor (Moser
Opitz 2007: 49, Gaidoschik 2010: 140-151), eine umfassende Auseinanderset-
zung mit diesem Modell fand bisher jedoch nicht statt.

Die Zareki-R hat verhaltnismaf3ig weite Verbreitung gefunden und wird ins-
besondere in schulischen und kinderpsychiatrischen Zusammenhéngen einge-
setzt. Die Zareki-R wird zum Teil kritisiert (z. B. Schipper 2005), eine intensive
Auseinandersetzung mit den theoretischen Hintergriinden dieses Testverfah-
ren, wie z. B. dem ,Triple-Code Modell’ findet bisher jedoch kaum statt.

Im vierten Kapitel sollen demnach vorliegenden Liicken der Rezeption ge-

2 Mit Schuleingangsstufe bzw. Schuleingangsphase werden die bisherigen Klas-
sen 1 und 2 der Grundschule bezeichnet. Diese werden in einigen Schulen jahrgangs-
iibergreifend unterrichtet, und der Verbleib in der Schuleingangsstufe kann zwi-
schen ein und drei Schuljahre andauern, bis das Kind in die 3. Klasse wechselt.

3 Dieses Autorentrio, welches die Zareki bzw. die Zareki-R publiziert hat, wird im
weiteren Verlauf dieser Arbeit hdufig als von Aster et al. bezeichnet.



schlossen werden. Hierfiir wird zundchst von Asters neuropsychologische The-
orie der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten bei Kindern skizziert (Kapi-
tel 4.1). Es schlief3t sich eine Darstellung von Asters grundlegender Annahmen
zum Entstehen von Dyskalkulie an (Kapitel 4.2). Hieran ankniipfend wird die
diagnostische Operationalisierung dieses Ansatzes in der Zareki-R skizziert
(Kapitel 4.3) und die Konsequenzen fiir die Forderung dyskalkulischer Kinder
aufgezeigt (Kapitel 4.4). Abschliefdend werden die Konsequenzen fiir diese Ar-
beit diskutiert (Kapitel 4.5).

Im empirischen Abschnitt dieser Arbeit wird die Zareki-R unter den Gesichts-
punkten der zutreffenden Identifikation betroffener Kinder und der Bestim-
mung des Ausgangspunkts der Férderung untersucht (Kapitel 8). Dabei wird
zundchst gepriift, inwiefern die Zareki-R gemaf ihrer eigenen sowie externer
Kriterien dyskalkulische Kinder zutreffend ermittelt (Kapitel 8.1). Anschlie-
3end wird analysiert, inwiefern die Diagnosestellungen der Zareki-R hilfreich
fur die Ermittlung des Ausgangspunkts einer kindangemessenen Foérderung
sind (Kapitel 8.2). Die Diagnostik der Zareki-R wird in beiden Fallen kontrastiv
mit Ergebnissen informeller Interviews verglichen. Die Forschungsmethoden
werden in Kapitel 6 dargestellt. Ein Uberblick tiber die empirischen Ergebnisse
findet sich in Kapitel 7.

Die an Lev Seménovic¢ Vygotskij* orientierte kulturhistorische Schule der kindli-
chen Entwicklung ist zwar im englischsprachigen Raum weit verbreitet, wird
aber in Deutschland kaum rezipiert. Einzig ausgewdhlte Momente dieser
Theorie wie z. B. das Konzept der ,Zone der nachsten Entwicklung‘ haben im
deutschsprachigen Raum bislang Verwendung gefunden. Dieser theoretische
Ansatz wird im fiinften Kapitel umfassend dargestellt, wobei ein erster Versuch
unternommen wird, die Ergebnisse der kulturhistorischen Schule unter dem
Gesichtspunkt der Entwicklung mathematischer Fertigkeiten zu interpretieren.
Da bislang nur wenige kulturhistorisch orientierte Arbeiten zur Genese mathe-
matischer Fertigkeiten bei Kindern vorliegen, stellt dies eine Erweiterung die-
ses Ansatzes dar.

Zur Einordnung wird zundchst die Entwicklung der kulturhistorischen
Schule kurz dargestellt (Kapitel 5.1). Die Entwicklung psychischer Funktionen

4  Esgibtdrei mogliche Arten, den Namen Vygotskijs zu schreiben: Vygotskij, Wy-
gotski und Vygotsky, wobei die letzte Schreibweise in der englischsprachigen Lite-
ratur genutzt wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird Vygotskij genutzt, es sei denn
zitierte Autoren favorisieren eine andere Schreibweise.

15
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bei Kindern wird dabei als sozial vermittelter Prozess der Interiorisierung ver-
standen (Kapitel 5.2), der in der Abfolge von kritischen Phasen und stabilen Al-
tersstufen (Kapitel 5.3) auf unterschiedlichen Ebenen stattfindet. In den Alters-
stufen dominieren spezifische Tatigkeiten, die mit unterschiedlichen Formen
der Interiorisierung verbunden sind (Kapitel 5.4). Das Verhaltnis von Sprache
und Begriffsbildung wird in Kapitel 5.5 dargestellt. Starkere Verbreitung fand
das Konzept der Zonen der nachsten Entwicklung, welches anschliefRend in sei-
nen unterschiedlichen Facetten dargestellt wird, wobei eine Differenzierung
zwischen subjektiven und objektiven Zonen vorgenommen wird (Kapitel 5.6).
Eine Auseinandersetzung mit Kritik an diesem Konzept und die Darstellung der
in dieser Arbeit genutzten Interpretation der Zonen der nachsten Entwicklung
findet ebenfalls dort statt.

Diagnostische Methoden und Verfahren, die auch Zonen der nachsten Ent-
wicklung erfassen, sind bislang nicht weit verbreitet. Dies hdangt u.a. damit zu-
sammen, dass von Vygotskij kaum ausgearbeitete konzeptionelle Uberlegungen
zum Problem der Diagnostik und keine Anwendungen auf den mathematischen
Bereich vorliegen. Eine Moglichkeit soll durch die vorliegende Arbeit entwickelt
werden. In Kapitel 5.7 werden daher zunachst die Implikationen der kulturhis-
torischen Schule fiir die Erfassung von Schwierigkeiten im basalen mathemati-
schen Bereich entwickelt. Die Auseinandersetzung mit vorliegenden diagnos-
tischen Verfahren untersucht, inwiefern das Konzept der Zone der nichsten
Entwicklung in diese integriert wurde. Eine Interpretation des Piaget‘schen
revidierten klinischen Interviews aus kulturhistorischer Perspektive zeigt da-
bei eine diagnostische Moglichkeit auf. Zusammenfassend werden die Konse-
quenzen fir diese Arbeit unter dem Gesichtspunkt der Diagnostik des aktuellen
Standes der Begriffsbildung, der Diagnostik subjektiver Zonen der nachsten
Entwicklung und der Methodologie des revidierten klinischen Interviews dis-
kutiert.

Im empirischen Abschnitt dieser Arbeit wird untersucht, welchen Beitrag die
Diagnostik mit einem kulturhistorisch interpretierten revidierten klinischen
Interview zur Identifikation betroffener Kinder leisten kann (Kapitel 9.1). In-
wiefern diese diagnostische Methode und die Ermittlung subjektiver Zonen der
nichsten Entwicklung wichtig fiir die Ermittlung eines Ausgangspunkts der
Forderung betroffener Kinder sein konnen, ist Thema des Kapitels 9.2. Die Di-
agnostik subjektiver Zonen der nachsten Entwicklung wird dartiber hinaus als
gesondertes Thema der Erkenntnis tiber den Stand der Begriffsbildung themati-



siert (Kapitel 9.3). Die Forschungsfragen und die Forschungsmethoden werden
dabei in Kapitel 6 dargestellt. Ein Uberblick iiber die Ergebnisse findet sich in
Kapitel 7.

Ein expliziter Vergleich der Diagnosen - zwischen Zareki-R und kulturhisto-
risch orientierter Diagnostik - ist Thema des zehnten Kapitels. Im elften Kapi-
tel schliefdt sich eine zusammenfassende Darstellung der Forschungsergebnisse
dieser Arbeit an, wobei Forschungsdesiderate aufgezeigt werden. Dabei werden
die Resultate beziiglich der Zareki-R (Kapitel 11.1) sowie der kulturhistorisch
orientierten Diagnostik (Kapitel 11.2) restimiert. Als Ausblick fiir die padago-
gische Arbeit wird die Notwendigkeit einer Individualisierung diagnostischer
Prozesse (Kapitel 11.3) festgehalten.
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2. Ausgewdhlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe

Der Erwerb basaler arithmetischer Fertigkeiten ist wesentliches Ziel der Schu-
leingangsstufe wie auch eine grundlegende Notwendigkeit fiir den weiteren
Schulerfolg und die Bewaltigung des weiteren Lebens, in dem regelmafig arith-
metische Fertigkeiten notig sind. Die basalen mathematischen Themenberei-
che der Schuleingangsstufe stellen einerseits die Lernziele im mathematischen
Bereich dar, die Kinder am Ende der Schuleingangsstufe erlernt haben sollen.
Andererseits bilden sie die Grundlage, auf der die weiteren mathematischen
Themenbereiche der folgenden Schuljahre aufbauen. Es besteht somit die Not-
wendigkeit, jedem Kind diese basalen mathematischen Inhalte zu vermitteln,
damit es kognitiv addquat in der Lage ist, den aufbauenden Themen zu folgen.

Die Inhalte des Mathematikunterrichts der Schuleingangsstufe bzw. der
Klassen eins und zwei lassen sich in Anlehnung an Darstellungen der Mathe-
matikdidaktik (z. B. Padberg 1996, 2005, Radatz / Schipper 1983, Krauthausen
/ Scherer 2007 und Scherer / Moser Opitz 2010: 101-156) sowie anhand von
Lehrplanen® sehr verdichtet darstellen.

Notwendige Wissensinhalte am Ende der Schuleingangsstufe

Ordinalzahl: | - der Unterschied zwischen Ordinal- und Kardinalzahl

Kardinalzahl: | - die Bedeutung der Zahl als Antwort auf die Frage ,Wie viele?“
- das Verhaltnis von (Kardinal-)Zahl und Ziffer
- das Teil-Teil-Ganze-Schema® von Kardinalzahlen

- die Eins als Basisgrofe natiirlicher Zahlen kennen und jede
weitere natiirliche Zahl als Vielfaches der Eins verstehen

Relationalzahl: | - die Vergleichbarkeit von Zahlen nach ihrer Machtigkeit

5 Einbezogen wurde der gemeinsame Lehrplan der Bundesldnder Berlin, Bran-
denburg, Bremen und Mecklenburg-Vorpommern (Ministerium fiir Bildung, Jugend
und Sport des Landes Brandenburg / Senatsverwaltung fiir Bildung, Jugend und
Sport Berlin / Senator fiir Bildung und Wissenschaft Bremen / Ministerium fir Bil-
dung, Wissenschaft und Kultur Mecklenburg-Vorpommern 2004), der Lehrplan des
Landes Schleswig-Holstein (Ministerium fiir Bildung, Wissenschaft, Forschung und
Kultur des Landes Schleswig-Holstein 1997 und 2004); siehe auch die Darstellung
des Institut fiir Qualitdtsentwicklung im Bildungswesen (2008).

6  Mit dem Teil-Teil-Ganze-Schema wird bezeichnet, dass Mengen aus Teilen be-
stehen; so wird beispielsweise ein statisches additives Verhaltnis ausgedriickt: zwei
Apfel und drei Birnen bilden die Gesamtmenge von fiinf Stiicken Obst.
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2. Ausgewdhlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe
Notwendige Wissensinhalte am Ende der Schuleingangsstufe
Zahlzerlegung: | - die Zerlegung aller Zahlen von 0 bis 10
Stellenwert- | - die Bedeutung der Biindelung auf der Basis 10
system:| _ das Teil-Teil-Ganze-Schema des Stellenwertsystems
- die Sprech- und Schreibweise zweistelliger Zahlen
Addition: | - die Bedeutung als Vereinigung zweier Teilmengen zu einer
Gesamtmenge
- Gleichungsverstandnis der Addition
- die verschiedenen Additionswege und ihre Bedeutungen
Subtraktion: | - die Subtraktion als Herauslésen einer Teilmenge aus einer
Gesamtmenge
- die Bedeutung der Schreibweise der Subtraktion
- die verschiedenen Subtraktionswege und ihre Bedeutungen
Multiplikation: | - die Bedeutung der Multiplikation als Kurzschreibweise fiir
die fortgesetzte Addition gleicher Summanden
- Automatisierung der Kernaufgaben des kleinen 1x1
- die Ableitung weiterer Aufgaben aus diesen Kernaufgaben
Division: | - Erste Grunderfahrungen des Aufteilens
- Zusammenhang zur Multiplikation

Tabelle 1: Mindestfertigkeiten am Ende der Schuleingangsstufe; eigene Zusammenstellung

Die Forschung zu Schwierigkeiten im Erwerb basaler mathematischer Fertig-
keiten (z. B. Gerster 2009) bzw. nicht bewaltigten stofflichen Hiirden (Meyer-
hofer 2008, 2010 und 2011) hat gezeigt, dass es inhaltliche Kernbereiche gibt,
die fiir das kindliche Lernen eine besondere Herausforderung darstellen. Diese

Kernbereiche umfassen

¢ den kardinalen Zahlbegriff,

¢ denrelationalen Zahlbegriff,

¢ das dekadische Stellenwertsystem und

e das Operationsverstandnis.

Im Folgenden werden die Zahlbegriffe, das dekadische Stellenwertsystem sowie
das Operationsverstiandnis der Addition in ihren wesentlichen Momenten darge-



2.1 Die Zahlbegriffe

stellt. Daraus kann auf Aspekte geschlossen werden, die diagnostisch erfasst wer-
den sollten, um das jeweilige Fertigkeitsniveau eines Kindes adaquat abzubilden.

2.1 Die Zahlbegriffe

Die Entwicklung eines angemessenen und umfassenden Zahlbegriffs stellt eine
wesentliche Anforderung an den mathematischen Anfangsunterricht dar. Kin-
der mit Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich haben haufig kei-
nen adiaquaten Zahlbegriff entwickelt (Meyerhofer 2009, 2010, 2011), sondern
bleiben in einem ordinalen Zahlverstandnis verhaftet und partizipieren auf die-
ser Basis am Schulunterricht. Die Zahlbegriffe werden im Folgenden skizziert,
um anschlief3end Folgerungen fiir Mindestfertigkeiten am Ende der Schulein-
gangsstufe darstellen und diagnostische Konsequenzen ziehen zu kénnen.

Den ordinale Zahlbegriff kennzeichnet, dass die Zahlen der Zahlwortreihe ei-
nen Rangplatz haben, und mit der Nennung der Zahlwortreihe eine Zahlenfolge
gekennzeichnet wird, bei der beispielsweise die Zahl drei das dritte gezahlte
Element kennzeichnet. In der mathematikdidaktischen Diskussion wird die-
sem Thema in der Regel keine besondere Beachtung geschenkt’, auch wenn es
in Schulbilichern der ersten Klasse durchaus behandelt wird. Dies kann seinen
Grund darin haben, dass der Ordinalzahlbegriff fiir den rechnenden Umgang
mit Zahlen irrelevantist und davon ausgegangen wird, dass er beim Kind bereits
vor Beginn des Schulunterrichts angemessen ausgepragt ist. Relevant ist dabei,
dass der Unterschied zwischen Ordinalzahl- und Kardinalzahlbegriff dem Kind
bekannt sein muss. Hierbei gibt es u.a. das Problem, dass ,in unserer Sprache
Zahlworter wie eins, zwei, drei, usw. in doppelter Bedeutung verwendet wer-
den. In allen indogermanischen Sprachen bezeichnen die Zahlwdrter eins, zwei,
drei,... den ordinalen Aspekt (Rangplatz in der Serie der Zahlwdrter) und den
kardinalen Aspekt (Anzahl der bis dahin gezahlten Dinge). Die meisten Kinder
schaffen diese Einsicht der doppelten Verwendung der Zahlworter im Alter von
etwa viereinhalb Jahren. Schwache Kinder verbinden mit der Zahl ,vier‘ noch in
den ersten Grundschuljahren nur die Vorstellung ,das vierte Ding“ (Gerster /
Schultz 2004: 333).

7  So kommt eine Auseinandersetzung mit diesem Thema z. B. in Padberg (1996)
und Krauthausen / Scherer (2007) nicht vor. Auch Gaidoschik (2007) behandelt in
seinem Vorschlag zur Erarbeitung des Zahlenraums bis 10 dieses Thema nicht.

21



22

2. Ausgewdhlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe

Der kardinale Zahlbegriff stellt, wie schon angedeutet, den wesentlichen Aus-
gangspunkt fiir alle weiteren mathematischen Inhalte der Schuleingangsstufe
sowie die weiteren Inhalte des schulischen Mathematikunterrichts dar. Der
kardinale Zahlbegriff bedeutet im Wesentlichen, dass Mengen eine bestimmte
Anzahl an Elementen haben, sich also aus Teilmengen der Grofie Eins zusam-
mensetzen und unter bestimmten Bedingungen miteinander vereinbar sind.®
Die Anzahl der Elemente wird dabei mit Zahlen benannt, die festhalten, wie vie-
le Elemente eine Menge enthalt, wie machtig sie also ist. Der Mengenbegriff be-
zeichnet somit die Entwicklung eines Verstdndnisses fiir die Aussage Cantors,
dass man ,unter einer Menge [...] die Zusammenfassung von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die Elemente der Menge genannt werden) zu einem Ganzen“ (Cantor 1895: 481)
versteht.

Hierbei sind zwei grofde Lernbereiche voneinander zu unterscheiden, die
wiederum selbst in engem Zusammenhang zueinander stehen und gleichzeitig
jeweils untergliedert werden kénnen. Auf der einen Seite stehen die Zahlfertig-
keiten und das Zahlwissen, und auf der anderen Seite steht der nichtnumerische
Mengenbegriff und die Fahigkeit des nichtnumerischen Vergleichens von Men-
gen. Der kardinale Zahlbegriffist dann ausreichend entwickelt, wenn sich beide
Bereiche im Denken des Kindes vereinigt haben.In diesem Zusammenhang wer-
den vom Kind erste quantitative Erfahrungen gemacht, die sich im Wesentlichen
im Umfeld dessen abspielen, was Resnick (1992) als protoquantitative Schema-
ta bezeichnet.

Der Bereich des Mengenwissens und der Bereich des kardinalen Zahlens stel-
len einerseits zwei unterscheidbare Bereiche dar, geh6ren andererseits aber, da
es im Wesentlichen um den Umgang mit natiirlichen Zahlen einschliefdlich Null
geht, eng zusammen. Der Bereich der Mengen und der protoquantitativen Sche-
mata (vgl. Resnick 1992), also der Erfahrungen im Bereich des Mengenvergleichs
nach mehr/weniger, der Mengenverdanderungen im Sinne von Vergréfdern und
Verkleinern sowie Erfahrungen der Aufteilbarkeit kennzeichnet dabei zwei un-
terschiedliche Schwerpunkte in der Betrachtung von Mengen: im Bereich der

8  Diese Bedingung ist dann gegeben, wenn die zu vereinigenden Teilmengen Be-
standteil einer gemeinsamen Gesamtmenge sind bzw. sein kénnen; zwei Apfel und
drei Bananen kénnen nur zur Gesamtmenge von flinf Obststiicken vereinigt wer-
den. Im Bereich der Schulmathematik zeigt sich bei so genannten Kapitansaufgaben
(vgl. Baruk 1989), dass diese Uberlegungen fiir viele Schiilerinnen und Schiiler eine
Schwierigkeit darstellen.



2.1 Die Zahlbegriffe

Mengen geht es um das Zusammenfassen von Elementen zu einer Menge und im
Bereich der protoquantitativen Schemata um das Vergleichen, das ,Zusammen-
gesetztsein’ von Mengen sowie die Grofdenveranderung von Mengen.

Die Entwicklung eines angemessenen kardinalen Zahlbegriffs bedeutet dem-
nach, dass seine mathematischen Teilbereiche im kindlichen Denken zu einer
Einheit verschmelzen miissen. Erst auf dieser Basis kann von einem gesicherten
kardinalen Zahlbegriff und der Fahigkeit, kardinal mit Zahlen und Operationen
umzugehen, ausgegangen werden. Dabei handelt ,es sich bei der Verbindung
von Zahlwort und Anzahl um einen komplexen Vorgang, bei dem verschiedene
Zahlaspekte integriert werden miissen” (Scherer / Moser Opitz 2010: 105).

Innerhalb der mathematikdidaktischen Thematisierung® wesentlicher In-
halte des schulischen Anfangsunterrichts wird der Kardinalzahlaspekt oft nur
als ein Zahlaspekt unter vielen betrachtet. Bei Padberg (1996) und Krauthau-
sen / Scherer (2007) wird er beispielsweise nicht thematisiert. Demgegentiber
ist mit Gaidoschik (2006: 28) festzuhalten, dass der Kardinalzahlaspekt der
»~Haupt-Gesichtspunkt [...] [ist, A.].], [und dass das, A.].] Wesentliche der Zahlen
[darin besteht, A.].], dass mit Zahlen die Anzahl von Dingen bestimmt wird, also
Antwort gegeben wird auf die Frage ,Wie viel?. Und tatsachlich muss ein Kind,
um die Grundlagen der Mathematik verstehen und sicher rechnen zu kénnen,
zunachst einmal bei den Zahlen bis 10 dieses ,Wie viel?‘ verstanden haben.”

Der relationale Zahlbegriff umfasst die Relation zwischen zwei oder mehr Zah-
len und beinhaltet den Vergleich zweier Zahlen oder Mengen in Bezug auf ihre
Machtigkeit, bei dem die Differenz zwischen ihnen festgehalten wird. Diese Er-
kenntnis hat unter anderem Konsequenzen fiir den Erwerb der Zahlkompeten-
zen: Die Anzahl der Elemente einer Menge wird mit einer Zahl bezeichnet, und
die folgende Zahl bezeichnet eine Menge, die um genau ein Element grofder ist.
Dabei ist die Eins die Basis der Anzahlbestimmung jeder Menge, und jede Men-
ge ist im Bereich der natiirlichen Zahlen ein Vielfaches der Eins. Damit ist der

9  Entsprechendes gilt auch fiir die curricularen Vorgaben. Die Kultusminister-
konferenz (2004), das Institut fiir Qualitatsentwicklung im Bildungswesen (2008)
und der Lehrplan des Bundeslandes Saarland (Ministerium fiir Bildung, Familie,
Frauen und Kultur 2009) behandeln den kardinalen Zahlbegriff als ibergeordnetes
Lernziel beispielsweise nicht. In den Lehrpldnen der Bundesldnder Niedersachsen
(Niedersachsisches Kultusministerium 2006) sowie im gemeinsamen Lehrplan der
Bundesldander Berlin, Brandenburg, Bremen und Mecklenburg-Vorpommern wird
der Kardinalzahlbegriff ebenfalls nicht als Besonderheit erwdhnt, sondern unter
Zahlaspekte subsumiert, die gleichberechtigt neben - beispielsweise - der Addition
im Zahlenraum bis 10 stehen.
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2. Ausgewdhlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe

Unterschied zwischen zwei Zahlen genau bestimmbar, und dies erméglicht den
exakten quantitativen Vergleich zweier Mengen. Damit wird auch das additive
oder subtraktive L6sen von Aufgaben sinnvoll méglich.

Die Entwicklung eines umfassenden Zahlbegriffs bedeutet demnach die Ver-
schmelzung der genannten Zahlbegriffe, d.h. die Integration von Mengen- und
Zahlenwissen zu einem Gesamtverstdndnis. Am Ende der Schuleingangsstufe
sollten Kinder somit zumindest die genannten Bereiche eines Zahlverstiand-
nisses entwickelt und integriert haben. Ist dies nicht gelungen, haben sie die
stofflichen Hiirden des Zahlbegriffserwerbs also nicht iiberwunden, liegen
grundlegende Schwierigkeiten im basalen mathematischen Bereich vor, und
ein weiterfithrender Unterricht kann nicht an begrifflich verstandene Inhalte
ankniipfen. Kompensationsbemiihungen wie z. B. zdhlendes Rechnen oder for-
malisierte Losungswege, deren Sinn nicht verstanden wurde, konnen die Folge
sein und stellen eine kindliche Form des Umgangs mit nicht bewéltigbaren An-
forderungen dar.

2.2 Zahlen und kardinales Zahlen

Neben dem nichtnumerischen Mengenbegriffist die numerische Benennung der
Quantitaten der zweite wesentliche Bereich, um ausreichende mathematische
Grundlagen fiir das angemessene mathematische Operieren mit natiirlichen
Zahlen einschliefdlich Null zu erlangen. Der wesentliche Inhalt des Zahlens ist
die Moglichkeit, die Machtigkeit einer Menge addquat zu bestimmen. Zahlen
als eine grundlegende Moglichkeit, die Machtigkeit einer Menge zu bestimmen,
wird von vielen Kindern - aber auch Erwachsenen - fiir informelle arithmeti-
sche Operationen benutzt (vgl. Ginsburg 1989: 57-78.).

Um mithilfe des Zahlens die Anzahl einer Menge bestimmen zu kénnen, sind
in verschiedenen Bereichen Kenntnisse und Fertigkeiten notwendig. Diese zu
entwickeln kann aufverschiedenen Ebenen zu unterschiedlichen Zeiten und mit
differierenden Kompetenzen stattfinden. Um durch Zahlen die richtige Anzahl
bestimmen zu konnen, sind mehrere Prinzipien zu beachten. Die Kenntnis die-
ser Prinzipien und die Fahigkeiten des Zahlens miissen nicht miteinander kor-
respondieren, miissen jedoch im Laufe der Entwicklung miteinander zu einem
Zahlwissen verschmelzen, um den schulischen Anforderungen gewachsen zu
sein. Die flinf Zahlprinzipien sind dabei

¢ das Eindeutigkeitsprinzip,



2.2 Zahlen und kardinales Zdhlen

e das Prinzip der stabilen Ordnung,
e das Kardinalzahlprinzip,
e das Abstraktionsprinzip und

¢ das Prinzip der Irrelevanz der Anordnung.

Das Eindeutigkeitsprinzip bedeutet, dass jedem zu zdhlenden Objekt ein Zahl-
wort zugeordnet wird. Es wird somit eine Eins-zu-Eins-Zuordnung zwischen
Zahlwort und zu zahlendem Objekt vorgenommen. Das Prinzip der stabilen Ord-
nung besagt, dass die Zahlnamen eine feststehende, stabile Ordnung haben, sie
also in der richtigen Reihenfolge zu benennen sind. Das Kardinalzahlprinzip be-
deutet, dass jedes benannte Zahlwort die Machtigkeit der bisher gezahlten Men-
ge angibt. Eine Schwierigkeit besteht darin, dass der Zahlprozess eine Verbin-
dung des Eindeutigkeitsprinzips und des Kardinalzahlprinzips darstellt. Damit
wird jedes Element gezahlt und erhalt einen Zahlnahmen, der sowohl den Platz
in der Zahlwortreihe als auch die Anzahl der insgesamt gezahlten Elemente an-
gibt. Das Abstraktionsprinzip bedeutet, dass die Zahlprinzipien 1 bis 3 nicht ein-
malig fiir eine spezifische Menge gelten, sondern universalen Charakter haben,
also auf jede beliebige Menge angewandt werden kénnen. Das Prinzip der Irre-
levanz der Anordnung bedeutet, dass die jeweilige Anordnung der zu zdhlenden
Objekte fiir die Machtigkeit der Menge, das Zahlergebnis, gleichgiiltig ist.

Hinzu tritt die Entwicklung der Fertigkeiten bei der Nutzung der Zahlwort-
reihe. Kinder sind mit Zahlen - geschriebenen wie gesprochenen - in ihrem All-
tag konfrontiert. Sie kdnnen Zahlen auf Preisen, als Hausnummer etc. lesen und
horen sie im Alltag als Telefonnummer, als ihr Alter (,Du bist drei Jahre alt“), in
Geschichten (Die sieben Zwerge etc.), bei der Interpretation von Bilderbtichern
(,,Schau, da sind zwei Pferde“) oder wenn Erwachsene zdhlen. Weil sie Zahlen im
Alltag horen - die offenbar eine wichtige Rolle spielen - versuchen Kinder, die
Zahlen zu lernen. Im Alter von ca. 3 Jahren beginnen sie damit, die Zahlwortrei-
he als geordnete Sequenz zu lernen (vgl. Fuson 1988 und Fuson et al. 1982). Die
Entwicklung der Aneignung der Zahlfertigkeiten verlauft dabei in der Regel als
Abfolge von mehreren Stufen (vgl. auch Scherer / Moser Opitz 2010: 105-107),
an deren Ende eine entwickelte Fertigkeit des Zahlens steht. Das Erlernen der
Abfolge der Zahlwortreihe ,is essentially a serial recall task: The word in the se-
quence must be recalled and they must be produced in the correct order. [...] The
acquisition of the sequence from twenty to one hundred is also a serial recall
task, but one of a list with a repeating pattern” (Fuson et al. 1982: 34).
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2. Ausgewdhlte mathematische Inhalte der Schuleingangsstufe

Die Entwicklung einer umfassenden und damit auch angemessenen Fer-
tigkeit des Zahlens umfasst demnach eine Integration der fiinf Zahlprinzipien
sowie der Nutzung der Zahlwortreihe. Als Konsequenz fiir die Diagnostik der
Zahlfertigkeiten kann gefolgert werden, dass diese das Kénnen des Kindes be-
ziiglich des Benennens der Zahlwortreihe und der fiinf Zahlprinzipien erfassen
muss.

2.3 Das Stellenwertsystem

Im Alltagsgebrauch gehen die meisten Menschen mit dem sogenannten deka-
dischen oder dezimalen Stellenwertsystem automatisiert um, auch wenn die
Prinzipien, nach denen das dekadische Stellenwertsystem funktioniert, nicht
unbedingt verstanden sind. Fiir den alltaglichen Umgang mit den natiirlichen
Zahlen ist dies prinzipiell ausreichend, denn der praktische Umgang mit dem
dekadischen Stellenwertsystem gelingt auch dann, wenn seine Funktionswei-
se unbekannt ist. Eine Auseinandersetzung mit den grundlegenden Funktionen
eines Stellenwertsystems iiberhaupt und dem dekadischen Stellenwertsystem
im Besonderen ist allerdings notwendig, um sich die Schwierigkeiten und Stol-
persteine beim Erwerb dieses mathematischen Inhaltes vor Augen zu fiihren.

Gelingt der Erwerb wesentlicher Funktionsweisen und Konstruktionsprin-
zipien des Stellenwertsystems nicht, wird sowohl der Umgang mit mehrstelli-
gen Zahlen als auch das Rechnen und das Ausnutzen von Rechenvorteilen deut-
lich erschwert, wenn nicht gar verunmaglicht. Beim Stellenwertsystem handelt
es sich um ein ,abstraktes mathematisches Symbolsystem [...], das in seiner
Eleganz und Effizienz von den Kulturvdlkern erst nach jahrtausendelangem
Suchen und Probieren gefunden worden ist“ (Padberg 2005: 55). Es ist sowohl
Grundlage als auch wesentlicher Bestandteil arithmetischer Basiskompeten-
zen, denn ,neither number sense nor computational understanding can possibly
be developed without a firm understanding of place value” (van de Walle 1994:
154). Hierbei sind inhaltlich fiinf besondere Bereiche zu beachten:

e das Prinzip der Blindelung und die Grof3e des jeweiligen Biindels,
e das Prinzip des Stellenwerts,

¢ das additive Prinzip des Stellenwertsystems,

¢ das multiplikative Prinzip des Stellenwertsystems,

¢ die sprachliche Benennung mehrstelliger Zahlen und dessen Regel-
haftigkeit.



2.3 Das Stellenwertsystem

Das erste Prinzip der Biindelung unter besonderer Beachtung der Grofie des je-
weiligen Bilindels bedeutet, dass Mengen gleicher Machtigkeit mit einem Zeichen
versehen werden, das die jeweilige Machtigkeit angibt. Dies gilt prinzipiell auch
fir einstellige Zahlen, bei denen die jeweilige Zahl angibt, wie viele Elemente
eine Menge enthalt. Das Kennzeichnen der Machtigkeit einer Menge durch ein
Zeichen halt die Anzahl allgemein fest. Damit steigt die Abstraktionsstufe, auf
der Kinder die Ziffern 0 bis 9 betrachten miissen. Waren diese zunachst dafiir da,
die Anzahl von Elementen einer Menge, die Machtigkeit einer Menge zu bestim-
men, so miissen die Kinder nun verstehen, dass die Ziffern je nach Position im
Stellenwertsystem - zweites Prinzip - unterschiedliche Machtigkeiten reprasen-
tieren: auf der einen Stelle Einer, auf der anderen Stelle Zehner. Die Machtigkeit
der Ziffer 2 in der Zahl 22 hangt davon ab, an welcher Stelle sie steht. Steht sie
links, bezeichnet sie zwei Zehner und damit eine Menge mit 20 Elementen, die
zu Einheiten mit jeweils 10 Elementen zusammengefasst sind. Steht sie rechts,
bezeichnet sie zwei Einer und damit eine Menge mit zwei Elementen. Die Biinde-
lung auf der Basis 10 und der Stellenwert, d.h. die Reprasentation verschiedener
Einheiten (Einer, Zehner etc.) mit den Ziffern von 0 bis 9 entsprechend der Stel-
le, auf der sie sich befinden, stellt ein Grundprinzip des Stellenwertsystems dar.
Da dies immer wieder stattfinden kann, also auch Biindel auf der Basis 10 wie-
derum zu nachstgrofieren Einheiten zusammengefasst werden, kann man von
fortgesetzter Biindelung sprechen (vgl. auch Krauthausen / Scherer 2007: 15).
Das additive Prinzip (Prinzip drei), nach dem sich mehrstellige Zahlen aus
der Summe verschiedener Einheiten zusammensetzen, bezeichnet das Teil-Teil-
Ganze-Verstidndnis insbesondere in der Hinsicht, dass mehrstellige Zahlen aus
zwei oder mehr verschiedenen Einheiten (Einer, Zehner, Hunderter...) gebildet
werden: ,Understanding place value requires an elaboration of the student’s
emerging understanding of a part-whole concept” (Ross 1989: 47). Es ist dabei
so (vgl. Floer 1990: 97), dass das Verstandnis mehrstelliger Zahlen nicht zu-
nachst prinzipiell entwickelt werden muss und dann nur noch auf erweiterte
Zahlenrdume zu tbertragen ist, sondern die Erweiterung des Zahlenraums be-
deutet immer auch, dass der jeweilige Abschnitt des Stellenwertsystems, basie-
rend auf bisher Verstandenem, neu aufgebaut werden muss. Wenn ein Kind, um
es an einem Beispiel darzustellen, im Zahlenraum bis 99 das dekadische Stel-
lenwertsystem verstanden hat, ist darin nicht automatisch eingeschlossen, dass
der Zahlenraum bis 999 oder aber im Bereich 0,1 etc. verstanden wurde, auch
wenn dies ,nur’ Anwendungsfille des dekadischen Stellenwertsystems sind.
Eine besondere Schwierigkeit im Verstandnis stellt hierbei die Null dar, die an-
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gibt, dass es keine Elemente einer bestimmten Biindelung gibt, dass also bei-
spielsweise die Zahl 307 drei Hunderter, null Zehner und sieben Einer enthalt.

Das vierte Prinzip des multiplikativen Verstdndnisses - dies wird hier nur an-
gedeutet - bedeutet, dass die jeweilige Ziffer angibt, wie oft Elemente der spe-
zifischen Biindelungseinheit vorhanden sind. Demnach besteht, um wieder das
Beispiel der Zahl 307 anzufiihren, diese aus 3 x Hundertern, 0 x Zehnern und
7 x Einern.

Die sprachliche Darstellung mehrstelliger Zahlen tritt zur inhaltlichen Erfas-
sung hinzu und kann sie gegebenenfalls erleichtern oder erschweren (vgl. z. B.
Dehaene 1999: 120). Die deutsche Sprache weist einige Besonderheiten auf, die
es nicht unbedingt erleichtern, das Stellenwertsystem und seine Schreibweise
angemessen zu erfassen. Wahrend im Zahlenraum bis 9 die Zahlen und ihre Zei-
chen auswendig zu wissen sind (vgl. z. B. Fuson et al. 1982: 34) und die Zahl
10 die erste inhaltliche Hiirde darstellt, da erstmalig eine Zahl zweistellig ge-
schrieben wird, stellen die Zahlen 11 und 12 sprachlich als Elf und Zwolf Beson-
derheiten'® dar, die weder davor noch danach wieder auftauchen. Die Zahlen 13
bis 19 wiederum werden im Deutschen in direkter Verbindung des Zahlworts
der Einer mit dem Zahlwort 10 gebildet, also als Drei-zehn gesprochen. Hier
schlieft sich wiederum eine Unregelméafigkeit an, da die Zahl 20 als Zwan-zig
gesprochen wird. Die Zahlworte fiir Zehner im Zahlenraum bis einschlief3lich
90 variieren Regel- und Unregelméafigkeit: Dreifdig, Vierzig, Fiinfzig, Achtzig und
Neunzig sind regelmafiig, wohingegen die Zahlworte sechzig und siebzig unre-
gelmafig sind. Eine Ausnahme ist 30, weil hier die Nachsilbe nicht -zig, sondern
-Rigist. Durch die Art der deutschen Sprache, zundchst die Anzahl der Einer und
anschlieffend die Anzahl der Zehner zu nennen, ergeben sich fiir einige Kinder
Schwierigkeiten, die so, dies zeigen Untersuchungen zum Lernen der Zahlwort-
reihe in verschiedenen Sprachen (vgl. z. B. Uy 2003, Miller et al. 1995), nicht
notwendig zu sein scheinen.

Am Ende der Schuleingangsstufe wird von Kindern im Schulunterricht der
flexible und sichere Umgang mit dem dekadischen Stellenwertsystem in Form
von zweistelligen Zahlen gefordert; auf diesen Fertigkeiten baut in der dritten
und vierten Klasse die Erweiterung des Zahlenraums, zunachst bis 1.000 und
dann bis mindestens 1.000.000, auf. Gleichzeitig ist der sichere Umgang mit dem
dekadischen Stellenwertsystem Bestandteil der angemessenen Rechenoperati-

10 Vgl. auch Gerster / Schultz (2004: 327) zum etymologischen Hintergrund die-
ser normabweichenden Worte.
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onen mit zweistelligen Zahlen. Bezogen auf das dekadische Stellenwertsystem
bedeutet dies, dass Kinder am Ende der Schuleingangsstufe in mindestens drei
Bereichen ausreichende Fertigkeiten entwickelt haben miissen. Dies sind

e das Prinzip der Biindelung auf der Basis 10,
¢ das Prinzip des Stellenwerts und

e die sprachliche Ausdrucksweise des Stellenwertsystems.

Als Konsequenz fiir die Diagnostik des kindlichen Verstdndnisses des dekadi-
schen Stellenwertsystems kann dementsprechend gefolgert werden, dass diese
das Konnen des Kindes beziiglich der drei genannten Bereiche erfassen muss.

2.4 Die Addition

Die Addition stellt in der Schuleingangsstufe einen wesentlichen Bereich des
arithmetischen Inhalts des Mathematikunterrichts dar. Sie nimmt dementspre-
chend einen grofien Raum ein, auch wenn schon lange vor Beginn des Schulbe-
suchs erste Additions- und Subtraktionsstrategien entwickelt werden (vgl. z. B.
Spiegel 1992, Ginsburg 1989: 57-78). Dabei sind mehrere Verstdndnisebenen
differenzierbar, damit von einem angemessenen Aneignungsprozess gespro-
chen werden kann:

e Operationsverstiandnis im Sinne von Gerster und Schultz (2004)

¢ Gleichungsverstindnis

¢ adiquate Losungsstrategien
Auf der Ebene des Operationsverstdndnisses bedeutet dies, dass ein Kind zwi-
schen konkreter Sachsituation, Modell und symbolischer Darstellung von Ad-

ditionen (oder Subtraktionen) sicher wechseln kann. Dies ist durch Gerster und
Schultz (2004: 352) grafisch am Beispiel der Subtraktion wie folgt dargestellt

worden:
Konkrete Sachsituation
/ Eric hat 8 Kekse. Er gibt Bert 5 Kekse. \
Model oder Bild Wieviele Kekse hat Emie dann noch? | [Symbolische Darstellung
deseesif 8-5=0]
O[O|0I0|O

Abbildung 1: Zusammenhang operativer Ebenen der Addition und Subtraktion nach Gerster
und Schultz (Abb. aus: Gerster / Schultz 2004: 352).
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Die Transformation von einer Ebene in die andere Ebene stellt fiir Kinder eine
besondere Herausforderung dar. Die Addition zweier nattirlicher Zahlen kann
als Vereinigung zweier disjunkter Mengen zu einer Gesamtmenge verstanden
werden. Dabei gilt auf der Zahlenebene das Assoziativgesetz und das Kommuta-
tivgesetz, welche jedoch auf der Mengenebene nicht zulassig sind. Demnach ist
eine Abstraktion von der konkreten Dinglichkeit der Mengenebene notwendig,
um ein addquates Additionsverstandnis zu entwickeln.

Hinzu tritt ein Gleichungsverstdndnis, das die Gleichungsform der Addition in
ihren Besonderheiten erfasst hat. Dargestellt werden die Addition und Subtrak-
tion in Gleichungen, bei denen das Zeichen ,-“ das Zeichen der Subtraktion, das
Zeichen ,+“ das der Addition ist und das Zeichen ,=" bedeutet, dass beide Seiten
gleich méachtig sind. Fiir die Schuleingangsstufe ist - vom Ende der Schulein-
gangsstufe her gedacht - die sichere und flexible Addition zweistelliger Zahlen
mit Zehneriibergang als anzustrebendes Ziel zu betrachten. Dementsprechend
sollen alle Kinder am Ende der Schuleingangsstufe Aufgaben wie 37 + 46 = ___
l6sen kdnnen. Dabei ist bei Aufgaben der Form a + b = c jeweils a, b und ¢ zu
ermitteln. Hier ist unterstellt, dass Kinder ein Verstandnis der Addition als Ver-
einigung zweier Teilmengen zu einer Gesamtmenge entwickelt haben, dass sie
die Bedeutung des Rechenzeichens ,+“ kennen und dass ihnen die Bedeutung
des Vergleichszeichens der Gleichheit ,=“ bekannt ist.

Addquate Lésungsstrategien verbinden das Operations- und Gleichungsver-
standnis, integrieren am Ende der Schuleingangsstufe nichtzdhlende Losungs-
strategien wie Faktenabruf und Ableitungsstrategien zu einem angemessenen
Vorgehen beim Losen von Additionsaufgaben und verbinden dies mit der Fertig-
keit, eine Beziehung zwischen Aufgabe, konkreter Sachsituation und modellhaf-
ter Darstellung herzustellen. Dabei miissen Kinder in verschiedenen Bereichen
Fertigkeiten entwickeln, um diesem Ziel gewachsen zu sein. Im Zahlenraum bis
10 umfasst dies folgende Fertigkeiten:
¢ Entwicklung eines kardinalen und relationalen Zahlbegriffs unter beson-
derer Berticksichtigung des Teil-Teil-Ganze-Schemas,

¢ Automatisierung der Zahlzerlegungen aller Zahlen im Zahlenraum bis 10,
¢ Erkenntnis der Bedeutung der Addition und Subtraktion,

¢ Erkenntnis der Regeln der Notationssysteme der Addition und Sub-
traktion.
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Im Zahlenraum bis 100 kommt als Erweiterung im Wesentlichen ein Kompe-
tenzbereich hinzu: die Kenntnis der Bedeutung des dekadischen Stellenwert-
systems in der Addition und Subtraktion mehrstelliger Zahlen und der Beson-
derheiten der Addition und Subtraktion mehrstelliger Zahlen.

Als Konsequenz fiir die Diagnostik der mathematischen Fertigkeiten im Zah-
lenraum bis 10 kann demnach festgehalten werden, dass das Operationsver-
standnis im Sinne Gerster und Schultz, das Gleichungsverstindnis und mit ihm
einhergehend der flexible Umgang mit unterschiedlichen Notationsformen von
Gleichungen sowie die Losungsstrategien erfasst werden sollten.
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